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JIOIITA U INJEJIOBMU JIOIITE

OBPTHE IHOBPLIH

Hexka je nara mpaBa s u Tauka M koja joj He npunaja. Heka je ol paBaH Koja caap>Ku
Tauky M v HOpMajHa je Ha . Y paBHM 0. TOCMAaTPajMoO KpYyKHY JTUHH]Y k ca neHTpoM O=sNaol
u nonynpeunukoM OM (cn.la). Kpyxna nmunanja k je noGujeHa portaiujom tauke M oKo oce s
3a MyH yTao.

Heka je s mpow3BospHa TpaBa M O paBaH Koja je campxku (cn.10) m Heka je
IPOM3BOJbHA JIMHUja PAaBHH O.. AKO paBaH O POTHpPA OKO IpaBe § 3a IyH yrao, Taaa CBaka
tauka ME€L onucyje KpyXHy JIMHHUjJy KOja IpUIaza paBHU HOPMAJHOj Ha MpaBy s, a YUjH je
neHtap y Tauku O€s. YHHMja TakBUX KPYXKHUX JIMHHjA, JOOUJEHHX OOpTameM CBHX Tadaka
nunHje £, obpasyje oopmuy (poTauMony) nospui (ci.1B).

Cnuxa 1

OOprHa moBp je mobujeHa ooprameM nuHHje { 0KO oce s. Ako je nuHHja { TIpaBa
KOja ca MpaBoOM s HeMa 3ajeIHMYKUX Tadaka (Tj. mapayienHa joj je), nooujeHa oOpTHaA MOBPII je&
npaBa Kpy>KHA [UJIUHJAPUIHA TIOBPIII, KOja C€ HA3UBA U 0OPMHA YUIUHOPUUHA NO8puL. AKO je
nuHuja { mpaBa Koja cujede mpaBy s, JoOWjeHa OOpTHA MOBPII je MpaBa Kpy>KHa KOHYCHa
HOBPIII KOja ce Ha3uBa U 0OMHA KOHYCHA NOBPLUI.

ObprameM KpykHe JuHHje { OKO oce Koja Caap>Ku HEH MPEeYHHK jJ00uja ce oOpTHa
MOBPIII KOja ce Ha3uBa cghepa (cn.2).




Chuka 2

OBPTHA THUJEJIA

OOprameM TOBpIIM TPOW3BOJbHE paBHE (urype @ OKO oce S Hacraje 0OpmHO

TeOMEeTpH]jCKO mujeno(cn.3).
S

Cnuxa 3
Potarujom mpaBoyraoHuka oko oce Koja CaJapskKy JeIHy O] lbeTOBUX CTPaHMIIA HACTaje
npas easmax (cn.3a). Poranujom mpaBoyrior Tpoyria OKO OCe KOja CaapKH jeHY HETrOBY
Karery nobwja ce npasa kyna(cn.30). Y cioydajy poTanuje jeHAKOKpaKor Tpare3a OKO
ErOBE 0CE CUMETPH]j€e, MM MIPABOYTIIOT Tpare3a OKO 0ce KOja CaJpH HeroBy kpahy 0ouHy
CTpaHy, HacTaje 3apybwena kyna(cn.3B). Jlonma HacTaje pOTHpPAamEM Kpyra OKO Oce Koja
CaJP’KU HETOB MPEUHUK(CIL.3T).

— .
A

Cnuxa 4
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CO®EPA ,JIONITA U BBbUXOBU IUJEJTOBHU

Euclides nedpunume y XI xwusu cBojux “Enemenara” cdepy oOprameM Kpyra oko
JEIHOT FHETOBOT MPEYHKA. Y CTapoj TPUKOj T€OMETPUjU HAWIIa3MMO Ha JePUHHIN]Y KaKBa ce
00WMYHO yCBaja U IaHAC U TI0 KOjOj je JIONTa YKYITHOCT Tayaka y MpOoCTOpy, JeHAKO yAaJbeHUX
O]l jeJTHE TadKe.

Kao mro cy cBe Tauke Kpy’kKHE JHHHUjE jeAHAKO yAaJbeHE O IbeHOT CPEIUINTA, TAKO CY
U CBE Tauke cepe jeTHaKo ynabeHe O] Te Tauke. Y TBpheHa Tauka je yenmap chepe.

Pacrojame Ouio koje Tauke cepe o1 HEHOT IEHTpa Ha3UBa Ce noaynpedHux cdepe.
Jlyx koja cmaja aBuje Tauke chepe je meHa memusa. TeTwBa Koja MPOJIa3H KpPo3 IEHTAP
cdepe Ha3zuBa ce npeunux (qujameTap) chepe u ABOCTPYKO je AyxkKa O] MOTYIIPEUHUKA.

3a Tayke 4Hje je pacTojame OJ1 IEHTPA Mamke OJ1 MOyIPEeYHUKa cepe KakeMo J1a Cy )
JIOTITH, a OHE YHhja Cy pacTojama Beha of momyrnpeuHnuka chepe cy san chepe.

LenTap, moaynpeyHuK, NPEYHUK U TETHBA cepe Cy LEHTap, MOTYNPEUYHHUK, TPEIHUK
¥ TETHBA JIONITE KOjy Ta chepa orpaHryaBa.

PaBan koja caapku jenHy yHYTpamimby Tauky cdepe cujede Ty chepy 1Mo KpyKHO]
JUHUJU U JUjeNld je Ha JABHje Kalome, a OATOBapajyhy JONTy Ha JBa JONMUHA 00CjeuKa
KOjMa je TpecjeyHH KpyT 3ajelHudka oOcHoBa (ci.4a). Pacrojame of paBHH OCHOBE IO
HajyAaJbeHHje TauKe KaJloTe MPEICTaBIba GUCUHY KAJIOTE.

sy W

a) 0) B)

Cnuxa 4

[Ipecujenamem cdepe paBHH KOja caapKu BEH IIEHTap, T00H]jajy ce ABHje noaycpepe,
a TIPECJEK j€ 8eNuKa KPYJHCHa Tunuja 9iju je TIOTYNPEYHHK jeJHaK TOTyNpeyHuKy cdepe. AKo
ce JIoMTa Tpecjede MCTOM pPaBHU NPECjeK j€ 8eiuku Kpye OTPAaHUYCH BEIMKOM KPYKHOM
JIMHH]OM.

Tujerno orpaHMYeHO OMOTAdeM IpaBe KyIe W AHjesioM chepHE MOBPIIH (KaJIOTOM)
(ueHTap cdepe je y BpXy Kyme), Ha3uBa ce sqonmun ucjeuak (cekrop) (cm.4s). Cpaka
npecjeyHa paBaH [HWjeNd JIONTYy Ha JBa JonmuHa oocjeuka. Jmo nonrte m3mel)y nBuje
napajieJIHe paBHHU ce 30Be onmur cioj (cn.40). 'paHUYHH yTIIOBU CYy OCHOBE CJI0ja, a BbUXOBO
pacTojame BHCHHA (1e0sprHA) CiIoja.




IIOJIO’KAJ TAYKE, IIPABE U PABHU ITPEMA CO®EPU
N COEPE ITIPEMA COEPH

Tauka Mmoxe npema cepu OUTH:

1.) Ha ®B0j, aKO UMa IIEHTPATHO pacTojamke d=r ( jeqHAKO MOIYIPEUIHUKY chepe),
2.) y®oj, aKko je d<r

3.) BaH ®e, aKo je d>r

[IpaBa koja uMa pactojame /1 oJ] IeHTpa cdepe MOTyIPEeUHHKa 7, MOXKE:

1. mpomuparu cepy y nBHje Tauke, Kaj je h<r;,

2. wumaru ca chepoM jenHy 3ajeTHHUUKY TauyKy — JOJUPUBATH je, Kaf je h=r
3. Outu cacBuM H3BaH cepe — HeMa ca ’OM 3ajeTHUUKUX Tadaka, h>r

PaBan cujeue cdepy nomynpednuka R, ako je HEHO IEHTpalHO pacTojambe d<R. [lpu
TOM Baxku TeopemMa: [IPECJEK COEPE U PABHHU JE KPVT.

Tama je (cn.5) r=R-d (d je pacrojame mpecjedHe paBHH of LeHTpa cdepe, R
MOJIYTIPEYHUK cepe, 7 pacTojame Tauke M Ha TpecjedHo] JMHUJH k paBHU U cdepe o
nojoxaja O, HopMmaie u3 nentpa chepe O u npecjeune paBHu). Kako ¢y d 1 R crayiHu 3a cBe
Tayke MpecjeyHe JUHHUje TO Mopa OMTH M » CTaJHO, Ta je CTOra MpecjeyHa JUHHU]ja KpyT ca

LEHTpoM y Tauku O'.
P,

P,
Cruka 5

OnaBne HEMOCpEIHO MTPOMCTHYE J1a j€ HajBehu KpyT, 10 KOM paBaH cHjede Aaty cdepy,

BEJIMKH KpYT cepe.
KPO3 JIBUJE TAUKE C®EPE KOJE HUCY KPAJEBU UCTOI' ITIPEYHUKA MOXE CE IIOCTABUTU
CAMO JEJJIAH BEJIMKU KPVYT.

Tpu tauke (aBUje Ha chepu u Tpeha neHtap chepe) oapelyjy y TaKBOM CIIydajy camo jeaHy
IpeCjeyHy paBaH.

IMPECJEK PABHU IBA BEJIUKA KPYI'A COEPE YVBUJEK JE IIPEUHHUK COEPE.

LlenTap cdepe mMopa mpumnaaata odjeMa paBHUMA, Ma MpeMa TOMe, U MPECjeuHO] AYKHU
KpYToBa.




PaBan o umje je HeHTpaTHO pacTojame d jeqHako moaynpedHuky R chepe (d=R=0A)
uMa camo jeHy Tauky 4 3ajeqHUUKy ca chepoM U 30Be ce JoAupHA (TaHT€HTHA) paBaH (ci.6).

Cauka 6

PaBan u cepa mory 6utu u 0e3 3ajeAHUUYKUX Tadaka (d>R).

JBuje cepe mory OMTH jeqHA U3BaH JpyTe, jeHa y APYroj, Mory ce cjehu (mpecjex um
j€ KpyT), DOAUPHUBATH CIOJba WIW M3HYTpa M MOTY Kao CIEIHjajHU TOJI0XKa] jenHe cdepe y
JPyTOj UMAaTH 3ajeTHUYKU [EHTap — OUTH KOHIICHTPUYHE.

JBuje cdepe cy yBHjEK Yy XOMOTETUYHOM IIOJIOXKAJy jeHA MpeMa APYroj ¥ uMajy JBa
HeHTpa xoMotetyje. M3 Tor nporcTuye aa cy cBe chepe CIuvHe.

OCOBUHE COEPHUX OUT'YPA

Caku reoMeTpHjcku 00IMK Ha cdepH je cepra ¢ueypa. ChepHu yrao oopasyjy aBa
JyKa BEJIMKHX KPyroBa KOjH MpoJia3e U3 UCTe Tauke (CJ.7a) U 3a X ce yHoTpeOsbaBajy Ha3UBH
mjeme u kpayu yrina. Bemuuuny cdepror yrina ABC mjepumo yriaom A4;B;C; koju obpasyjy
TaHTeHTE KPY>XHUX JIyKoBa y Tjemeny B. Kaxko je 4;B;C; ycTBapu yrao HOpMAaJHOT IpecjeKa
Iueapa Koju obpasyjy monypaBHH oOpeheHe maTuM KpyKHUM JTyKOBHMA, TO ce€ o1 chepHUM
yIJIOM MOJApa3yMHUjeBa U OBaj JUeaap. 3a JBa JyKa BEIUKHUX KpyroBa cdepe Kaxke ce na cy
HOpMAaJTHA jeJlaH IPYroM, ako o0pa3yjy mpaB cepHHU yrao.

0)

Cauxka 7
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BEJINMYNHA COEPHOTI VI'JIA OJPEBEHA e IVKOM EKBATOPCKOI" YI'JIA UNJA JE TTIOJI' Y TIEMEHY
COEPHOT VIJIA.

Y cheprom yrimy APB (cn.70) Heka je Tjeme P IoJI BEJHMKOT yTiia € KOjH je ca CBOje
cTpaHe ekBarop 3a nos P. Benuuuna cdepnor yrina APB oxapehena je yrinom AOB HOpMaIHOT
npecjeka umje je tjeme y tauku O, neHTpy chepe. MelhyTum, BenmnunHa OBOT MOCIbEAHET yTia
je (xao ueHTpanHor yria e) oapehena mykom 4B uzmel)y kpakosa.

Copepnu 0soyeao ACBDA je cdepna ¢urypa kojy o0Opasyjy nBa momykpyra ACB u
ADB BenMkHX KpyroBa ca 3ajelHUYKHM KpajibuM Taukama. CdepHu yrioBu A u B ¢ yriosu
nBoyria(cn.8a).

Axo je Tjeme porsba y LEHTpY Heke cdepe, OHIAa HEroBe MBHIE MPOIAUPY y chepy.
Hmp. tpoctpanm porass kome Tjeme O mpoampe y chepy mnentpa O y taukama A, B u C
(cn.86). Crane porsba AOB, BOC u COA cujexy chepy no nykosuma AB, BC nu CA Benukux
kpyroBa. Tako oOpa3oBana chepHa ¢urypa ABC 30Be ce cihepru mpoyeao. Yomire, Ma 3a
KOoju Opoj CTpaHa porjba HacTaje Ha OBaj HAYMH c@epuu noaucon (MHOroyrao). TjemeHa
cgepHor Tpoyrna cy A, B u C; nykoBu Benukux kpyrosa A8, BC u CA cy My cTpaHuue, a
cdepnu yriosu koa 4, B u C yriosu.

0)

Cnuxa 8

Cdepau monuroH ca Buiie oA 3 CTpaHUIIE MOXe OUTH KOHMBEKCaH WU KOHKABAH,
npeMa ToMe KaKaB j€ OJTHOCHHU pOTaJb.

OcHoBHe Be3e u3Mel)y cepHOr mosmMroHa U OJHOCHOT POTJba KOME j€ TjeMe y IEHTPY cdepe

jecy:

1. Cpaka cTpaHa c(epHOr MOJIUroHa MMa MCTO OHOJHUKO JIYYHHUX CTETEeHa KOJUKO OJHOCHU
WBUYHHU yTao POrjba UMa YTJIOBHUX CTEIICHA

2. Caku yrao c)epHOT MOJUTOHA jeHAK j& OAHOCHOM JTUEAPY POTJha

[MomrTo je 30up UBUYHMX YITIOBa KOHBEKCHOT porjba Mamu o 360° moxe ce pehu:
3B1P CBUX CTPAHUIA COEPHOI [TIOJIMT'OHA MAIBU JE O 360°.

Crpanune chepHUX TOJIUTOHA Cy KPY>KHHU JYKOBU KOJU MMajy CBOjY JY>KHHY, alld UX
OBJIc M3pakaBaMO y CTeleHNMa, jep ce Ha cdepu oapeheHor mnoaynpedyHuKa MOry
U3padyHaTH Iy’)KWHE KPY)KHUX JYKOBa BEJIIMKAX KPYToBa, Kaja je Mo3HaT OJHOCHH LIEHTPAITHA
yrao y CTIIeHHMa MJIH KaJ je o3HaT Opoj JIyYHHX CTeleHa yO4eHOT JyKa, IITO je UCTO:




Y CBAKOM COEPHOM TPOVTIIY 3BUP YIJIOBA MOPA BUTU BE®hU O] 180°, A MABU O/ 540° TJ.
180°<ZLA+/B+£C<540°

OBO HenocpeaHO MPOMCTHYE U3 OJHOCHE TeopeMe o Tpueapuma. [Ipema Tome, 30up yriosa
chepuor Tpoyrna je yBujek je Behum om 180° (kommko wm3HOCH 30UMp yIJIOBa y DPaBHOM
Ttpoyriy). Pazmuka ZA+/B+/C-180°=¢ 30Be ce cgepnu excyec. Yciben TOr, chepHH
TPOyrao MoOXe OWTH npagoyenu, KaJl WMa jelaH yrao MpaB; alld U 080NpaAgoyeiu W
mponpagoyanu, Kaj iMa JiBa WK CBa TPH yIJia Ipasa , IITO je cajx cacBuM Moryhe. Ctpanure
TpompaBoyryior cdepHor Tpoyria cy xeadpawmu (cn.9a), mpu dYemy ce TOA TUM
NoJpa3yMHjeBa UYETBPTHHA BEIMKOT Kpyra yodeHe cdepe. [Ipema myxkuHamMa CTpaHHIIA
cepHU TPOyTao MOKe OUTH: jeOHAKOCMPAHUYAH, JeOHAKOKPAK N pA3HOCMPAHUYAH.

Chuxa 9

Axo ce natom cdepHoM Tpoyriy ABC (cn.90) Ha UCTOj KOHCTpYHIIE APYyTU ChepHU
Tpoyrao A 'B'C" umje Cy cTpaHHIE JIyKOBH BEIUKHX KPYroBa, 3a koje cy tauke 4, B, C
NOJIOBH, Taj CepHU TPOYTao Ce 30BE NOIapHU mpoy2ao MpBOM Tpoyriy. TjemeHa mosiapHor
Tpoyryia J00HjaMO Kao MPOJOpHE Tayke MBHUIIA MOJAPHOT TpHeapa JaTor chepHor Tpoyria,
aKo Tra KOHCTPYHIIIEMO Y TjeMEHY OBOT TPHUEpa, Tj. Y UEHTPY cdepe.

OBo nokasyje z1a cy noyiapHu c(epHU TPOYTJIOBH Y BE3H ca MOJAPHUM POTJHEBHMA, Na
KaKo Cy OBM y3ajaMHO MojapHH, Ouhe TO yBHjeK M ChEpHHU TMOJIAPHU TPOYIJIH, Tj. aKO je
A'B’C" chepnu nonapHu Tpoyrao 3a cepuu tpoyrao ABC, u oBaj je ca cBoje cTpaHe chepHU
MoJIapHU Tpoyrao 3a Tpoyrao A ‘B °C . Ucro Tako Tauna je u T

AKO CY JBA COEPHA VIJIA Y3AJAMHO IIOJIAPHA, OHIAA JE CBAKH VYI'AO JEAHOI
CVYIIUIEMEHTAH OAHOCHOJ CTPAHULIN APYTOT, T1j.

A+a'=B+b'=C+¢'=A ' +a=B +b=C+c=180°

MaJuM CJIOBMMaAa O3HA4YCHC CTPAaHUIC, BCJIIMKUM YTJIOBH, a LpTaMa CJICMCHTHU IIOJIApHOT
TpOyTJIa.




HOBPHINHA COEPE

3a noBpIIMHY cdepe T00HjeHy 00pTameM MOTyKpyTa OKO jeTHOT MPEeYHHUKA Y3UMa Ce
IpaHUIla KO0jOj TeXe TMOBPIIMHE HACTaJle OOpPTakmEeM OKO WCTOT IPEYHUKA IPABHIIHE
U3JIOMJbCHE JIMHMjE YIUCAaHE Yy JaTOM TIONYKPyry Kax Opoj CTpaHHIa Te JIHHHU]S
HEOTPaHMUYEHO PACTE .

Heka je y monykpyr ynucana npaBwiHa n3nomsbeHa quauja ABC...KL, ca n ctpana
(cn1.10). O6pTHa NMOBpII HAcCTaJIa POTALUjOM T€ M3JIIOMJbEHE JIMHH]E CACTOJU CE O]l MOBPLIMHE
oMOTa4va JBUje KyIe, n-3 3apy0JpeHUX KyIia U BaJbka (ako je Opoj n HemapaH).

By, Cy, Dy, ..., K| — mogHOXja HOpMasia CyImTEeHUX PEIOM H3
tjemena B,C,D...K na AL

I, — AyuHa HopMmana cinymrenux u3 O va AB, BC, ..., KL

Ha ocHOBy npeTxojiHe Teopeme, 106uja ce:

O S5 =27, - AB,
Syc =27, - B,C,
n S, =27, - KL
K1 . .
K cabmpameM jeJHauYnHA I00Hja ce BeJTMYNHA OOPTHE MTOBPIIU
L (S,) Hacrane poraunjom nznomsbeHe auauje ABC...KL

Cnuxa 10

Sp+Ss+.+S, = 27zrn(zal_Bl+BlC1 +...+m)

Sp+Spe+.4Sy, =S ANAB +B,C, +..+ K,L=AL=2r

Kapa n Oeckonauno pacre, Tana r, ->r,a S, - S. Jlakne :

S=4r'r

[ToBpimHa cdepe jenHaka je 4eTBOPOCTPKO] MOBPLIMHU HEHOT BEJIHKOT KpyTa.
[lomro cy cBe nomTe CIMYHE, HHUXOBE MOBPIIMHE CE€ OJHOCE KAao KBAJpaTH HUXOBHX
HOJYTIPEYHHKA :




IHHOBPIHINHA JUJEJIOBA C®EPE
I[TOBPUIMHA KAJIOTE

[ToBpmmHa kanote ce oapelhyje oOprameM NpaBUIIHE U3TOMJbEHE JIMHUjE, YITUCAHE Y
KPYT, OKO MTPEYHHKA TOT KpyTa.

Heka ce nnp. oOphe nuo mznomsbeHe nunuje ABC. Ha Taj HaumH Hacrajy OouHe
noBpi M; u M, kyne u 3apy0sbene kyne (ci.11).

M, =A_Bl~2mfn
M, =B,C, - 2m,

M =27, (A_BHLE): 27, h

Cauka 11

h— BucuHa kanote
I, — AykHHa HopMana ciiymreHux u3 O Ha AB u BC

Axo Opoj cTpaHa MpaBHIIHE U3IIOMJbEHE JIMHU]E, yrucaHne y IyKy AC, HeOrpaHUYEeHO
pacre, OHJIa U3 MOCJbEIHE J€THAKOCTH HETIOCPETHO CIU]jE/IN:

P =2rnh

[ToBpmmHa chepHe KanoTe jeHaKa je TPOU3BOAYy o0MMa 277 , BEIUKOT Kpyra cdepe
u BucuHe h xanore.

Ipumjep 1
N3pauyHaty 1U0 MOBPIIMHE JIONTE KOjH CE BUJAM W3 Tauyke A, aKo je TOJYNPEYHHK JIONTE
R=4cm u oacrojame Tauke A on neHTpa jonte d=8cm.(cn.12)

Jlo MoBpIIMHE JIONTE KOjU C€ BUIM M3 Tadyke A je KajoTa
onrosapajyhe cdepe.
W3pa3 3a noBpmuHy Kayiote ( P = 2r7h ) y OBM CIy4ajy TJIacH:

P =20B7zDE
[Tocmatpajmo AABO = AACO.
. AB-OB AO-BD .
[ToBpminna je P= > = , @ U3 OBE peJanuje

ciujenu aa je BD = 2\/§ .
Bucuna kamore DE  jemnaka je DE=OE-OD, a
OD =\ OB* —BD* =2 ,naje h=DE=2
AKO 100MjeHe BpUjeTHOCTH YBPCTUMO Y PeJalfjy 3a MOBPIIUHY KAJIOTE T00HjaMo:
P=2-4.-7-2,
TaKo Jia MOBPIUIMHA AMjera cepe KOju ce BUAU U3 Tauke A HU3HOCH
P =167 cm®

_9.



I[TOBPIIMHA COEPHOI ITOJACA

[oBpmmHa cdepHor nojaca ce oapehyjeHa MCTH HAUMH Kao M MOBpIIMHA cdepe u
KaJjoTe.

[loBpmmHa mojaca ce Moke oApeauTH MU Kpahe, Ha OCHOBY MO3HaTe (opmyle 3a
MOBPIIMHY KaJ0Te, aKo ce y3Me Y 003Mp J1a je TIOBPIIMHA 10jaca jeTHaKa Pas3IvIly IMOBPIITHHA
asajy kanota ( B, , P, ) unje cy Bucuse i, u h;.(cn.13)

P= Pkl - sz
P =2rnzh, —2rmh
! 2 h—h, =h
P =2rn(h —h,)
P =2rmh

Cauka 13

N3BOBEILE OBPACIHA 3A IOBPIIUMHY C®EPE U IbEHUX TUJEJIOBA
IHOMOTRY OAPEBEHOI' MTHTET PAJIA

[oBpimHa moBpIIM KoOja HacTaje poTanujoM oko oce Ox siyka kpuse y=f(x), uzamehy
Tayaka ydje cy amnciuce Xx=a u x=b (a<b) uzpadynara ce oOpaciem:

P, = 27[? 1+ () dx

x2 +y2 :RZ

2x+2yy'=0
.X
y=-=
y

IIpema Tome:
P= 27z'J-y1/l+ ) dx = 47zJ-y1/l+ ) dx

P= 47zj R? —x? dx 471J. R* —x? ———dx =4nRx
\ 1/ \ \/7

P=4Rx

R

0

-10 -



Py - moBpimHa kanore
h - BucuHa xanore

R

R—-h

R R
P =2 Iyﬁl +(y) dx =27 J.Rdx = 27sz|
R-h R-h

P, = 2R*7—2R*7+2Rmh =2R~x

Ps— noBpmmHa cepHor mojaca
h — Bucuna nojaca

P =2r :[lyyll +(y) dx =27 :[kdx = 27Rx |
P =2R7h 2
SAITPEMMHA JIOIITE

[Tpu u3padyHaBamy 3alpeMHUHE JIONTE HEOMXOIHO j€ CIIOMEHYTH TEOpEMY:

3anpeMuHa THjeJa HACTAJIOT POTAIMjOM TPOYTJa OKO OCe KOja MpOoJIa3u Kpo3 JeTHO HETOBO
TjeMe U JISKU y paBHH TPOYTJa, a HE CHjeye ra, jeJHaKa je MPOU3BOAY MOBPIINHE 00pa3oBaHe
pOoTaIjoM OCHOBE TPOYyTJIa U jenHe TpehuHe oaroBapajyhe BucuHe.

X X
D A ¢ ;
B i A prh ¢
D
C ° A
y y y
a) 6) B)
Cnuka 14

3ampeMuHa HaCcTaJIOr THjena :
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raje je h my>xuHa oarosapajyhe BUCHHE, a Sxp OBPIIMHA OMOTada KyIe HacTalle pOTaIlijoM
ctpanue AB oko oce xy (l.ciayuaj-ci.14a); moBpimnHa omoTaya 3apy0OJbeHe KyIie HacTaye
potarjom ctpanuiie AB oko oce xy (2.cimydaj-ci.140); 0oqHOCHO MOBPIIIMHA OMOTa4ya BaJbKa
HACTAJIOT POTAIMjOM HUCTE CTPAHUIIE OKO oce XY (3.cimyuaj-ci.14B).

3anpeMuHa JONTE HACTaJIe POTAIlMjOM IMOJIYKPYTra OKO JeHOT MPEYHHUKA, JeCTe TPaHUIIa KO0joj
TEXH 3allPpeMHHA OOPTHOT THjeTa KOje HacTaje 0OpTameM OKO MCTE OCE MPABIITHOT MOJIUTOHA
YOHUCAHOT Y AaTOM MOJYKpPYTY KaJl Opoj cTpaHHIla MOJIUTOHA N HEOTPAaHUYEHO pacTe.

Ha ocHoBy ciuke 15, Moxe ce 3akJbyuuTH, Jla j€ 3alpeMHHa THjeJla HacTaJor o0pTameM
npasuiaHor noiaurona ABC...KL, jennaka 30upy 3ampemMuHa THjesia 00pa30BaHUX POTAIHjOM

tpoyrioa AOB, BOC,..., KOL.

[Ipema Teopemu je:

B A

K

Cauka 15

Vios ¥ Vioc +--

Vies ¥ Vioc + ot Vior =V, AS 3 +Spc +ooc+ S, =8

1

V108 :grn S 45
1

Vioc == Sse
1

Vior :grn Skr

1
+ Vo, :g’”n(SAB + 8,0+t Sy,)

n

Vn :lrn .Sn
3

Kaga Opoj crpaHuIia MpaBWIHOT MOJMIOHA N HEOTPAHMYEHO pacTe, OHJA IOBPIIMHA KOja
HacTaje oOpTameM ojaroBapajyhe mpaBWiIHE H3IOMJbEHE JIMHUjE TEXHU CBOJO] TPAHHUIIM —

2
MOBPILINHY JionTe 47”7, @ BUCHHA T, IOJIYIIPEYHUKY JIONTE.

3anpemMuHa JIONTe:

lr~4r27r nwm V = i;’37r
3 3

3arpeMuHe JIONTH Ce 0JTHOCE KA0 KyOOBU HHXOBUX MOJIyIPEUHUKA
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SAITPEMHWHA JUJEJIOBA JIOIITE

3AIIPEMUHA JIOITTUHOI' UCJEUKA (CEKTOPA)

AXo je r Ty)KHHa MOJTYIPEYHUKA JIONTe, h Ty)XKMHA BUCHHE
KaJIOTe jeJTHOT MCjedKa JIONTe, 3allpeMUHa HCjeUKa je:

h Vzgrzirh
3

Jlokas:

Heka je y xpyxaoMm ucjeuxy SAD (ci.16) ynucan ucjedax
JEAHOT MPABUJIHOT MOJUIOHA, YHjOM POTAIMjOM OKO OCE XY
HacTaje jelHo OOpPTHO THjeNo. 3almpeMHHa TOT THjelia Ha
y OCHOBY T€OpeMe:

Cnuka 16 v =M%”

n

raje je M moBpirMHa KOjy ONMUCyje MpaBMiIHA u3liomJbeHa nuHuja ABCD poTtamujom oko oce
XY, a I'y— BUCHHA T€ JIMHU]E.

3anpeMuHa JJONTHHOT MCjeYKa je rpaHuIia Kojoj Vy, Kaj Opoj cTpaHa n MPaBHIIHOT MOJIMTOHA
HEOTpaHUYEHO pacTe.

Y ToM ciydajy M TeXH MOBPIIMHU KaloTe, a I, MOJYNPEUYHUKY JIONTE, Ma je 3ampeMuHa
Ucjeuka:

V= 2r7rh§ um V = %I’zﬂ'}l

3AIIPEMUHA JIOIITUHOI' OACJEYKA

AKO je r IyXuHa MOJyNpedyHuKa Jonrte, h nyxuHa BHCHHE
HCHOT OJICjeUKa, 3alpeMHHA TOT OJICjeUKa je:

V= %ﬂh2(3r —h)

Jlokas:

3anpemuHa JoNTUHOT ofcjeuka (cn.17) ce nobuja kama ce of

3anpemuHe JonTuHOr ucjeuka Vi SDAD oxy3me Vi kyne SDD;
V=V -V,

Cnuxa 17 2 |
V= El’zﬂ'h —Epzﬁ(r —h)

p — MOJYTIPEUHUK OCHOBE KyII€, OTHOCHO O/ICjeUKa
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p’>=r’—(r—h) =2rh—h*,p* = h(2r — h)
[Ipema Tome:

V= %ﬂ;zh —%h;r(Zr —h)r—h)

= h—” [27’2 - (2r - h)(r - h)]

hﬂ'(

v=""(3rh-h?)

h’r

V= 3 (3r—h)

3ampeMuHa Oficjeuka ce 4YeCcTO M3pakaBa IMPEKo MOyIPEeYHUKA OCHOBE O/ICjeUKa p
p=2rh—n’
~ pz T h?
2k V:hzﬂ(3p2+3h2—2h2j
h67r (Bp2+h?) 3 2h

2
h3” (3r—h)

V =

-

3AIIPEMUHA JIOIITUHOI" CJIOJA

3anpemuHa JonTuHOT cioja (ci.18) jemHaka je
pas3NuIy 3apeMUHa 0JIroBapajyhux ojacjevaxa.

<,
-

%

2 2
v g g ) (3 )
3 3
pr =2rh —hi
ps =2rhy —h;
h=h,—h
Cnuxa 18
2 2
y = )= h3ﬂ(3r—h1),V:%(3rh22—h§—3rh12+h13)

3
V:§[3r(h22—hf)—(h23—hf)lV ”f(3rh 370, — b2 =y —h)

Vz%h[(p22+rh2)+pf+rhl—h1h = 3}’(,91 + P2+ rh +rhy —hhy)

7h 2p% +2p2 + pl+ pi+ (B2 + 3 =2hh,)
3 2

h
V :%[3,012 +3,022 +(h2 —h )2]

V=

v =”7f’(3pf +3p3 +h?)
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IIpumjep 2

Ca ucre cTpaHe of] IEHTpa MOCTaBJbEHE CY JIBHj€ TapajieIHe paBHU KOje MPECH]jelajy JIONTY.
Pacrojame paBHH je 9 cm, a MOBpIIMHE KPyroBa y mpecjemuma cy 400m cm” u 497 cm’.
Onpenutu P u V nonte, kao u P 30ne u V cnoja.(cn.19)

IIpBu note3 — u3pauyHatu R jomnre.
[TonmynpeyHum KpyroBa KOju HACTajy PECH]jeIarbeM JIOTITEe
JIBjeMa napajesIHuM paBHUMa ¢y 11=20cm, r;=7cm

d IIpumjernnmo Iluraropuny Teopemy

1 2 2 2
S RE =5 +x
R

R =r] +(d+x)2

d> +2dx+r, -1’ =0
x=15
R*=d>+r > R=25

Cauxa 19

V nonte, P chepe, P 30He, V crnoja go6ujamMo yBpIITaBambeM T0OUJEHUX BPH]EIHOCTH Y
onrosapajyhe obpacrie:
4 2
V, = —R’z = wcmg’
3 3
P, = 4R’z = 25007cm’
P, =2Rnh, = 450mcm’

v, :%h(yf +3r7 4+ h7)=21427em’

MN3BOBEIBLE OBPACIIA 3A 3AITPEMHUHY JIOIITE U TINJEJIOBA JIOIITE
IIOMORY HUHTEI'PAJIA

3ampeMuHa THjeda HAcTajor poranujoM juka omehenor kpuBoMm y=f(x), ocom Oy,
npaBama x=a u x=b (a<b oxo oce Oy U3pauyHaBa ce oOpacieM:

b
V= ﬂjyzdx
IIpema Tome:

V IHT(RZ —xz)dx = 2HT(R2 —x%)dx
-R 0
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3AIIPEMMHA JIOTITUHOT OJICJEUKA
! (R-H) z
)+ —L=

V =x ]E yidx :ﬁRBRZ —xz)dx:ﬂ[sz—);iJ 3

R-H

:§R37z—7zR2(R—H

R-H

H?r

V= (BR-H)

3ATIIPEMUHA JIOIITUHOTI UCJEYKA

Vi = Vo + Vk
Vo — 3anpeMuHa JONTHHOT OJcjeuka BucuHe H
_H'rm

v, (3R-H)

V- 3anmpemuHa Kyrne sucude R-H
Jennaunna mpase y=f(x), koja cagpxu tauke O(0,0) u A(r,R-H) rnacu:

2

X__J 2 _ r 2
r R-H g (R_H)Zy
R-H 2 R-H 2 3R—H )
Voer atde e g, ' _ra(R-H)
K T .([x X (R_H)2 _([ y ay (R—H)Z 3 ) 3

=R —(R-HY
(RH -H*\R-H)r _2R*Hz-3RH’z+H’n

Vi = 3 3
3 2 3
v - Rr-11 ”+2R3H”—RH27z+H dd
I@:%R%H

3AIIPEMUHA JIOIITUHOI" CJIOJA

r1,I2 — TOMYTPEYHHUIIM OCHOBA CJI0ja

V=7rif(R2 —xz)dx:ﬂ(sz—gja

v =%h(3r12 +3r7 +h?)

3

b 3
T S
3 3
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Y3AJAMHH IOJIOKAJ JIOIITE U IPYT'UX TUJEJIA
JIONTA U NTOJIME/IPA

[Monmmenap yuja cBa TjemeHa npumnanajy chepu je ynucan y chepy, a chepa je onmcana
oko mwera. [lonuenap uuje cBe cTpane noaupyjy chepy je onucan oko cdepe, a OHa ynucaHa y
Bera.

3a ctepy ynucany y nonuenap Baku cibenehe: ako ce y mommenap Moxke ynucatu
cdepa, HEH IEHTap Ce HAJIa3W y TAuKU IMpecjeka CUMETPAIHUX PaBHU CBUX yTJIOBa JHEIpa
JIaToOT TOJIUEPa.

TBpheme y Be3u ca mpu3MoM: J1a OU ce y IpU3My MOTJIa yrnucaTu cdepa, moTpedHo je
U JIOBOJHHO JIa C€ Y FCH HOPMaJlaH IMPECjeK MOXKE YIHCATH KPYT YHjU je TMPEUHUK jeaHAK
BUCHHHM npu3Me (ci1.20).

B A
a. -..b

B WA

Cauxa 20

Tephewe y Be3u ca mupamuaoM: Aa OM ce y mupamMHay MoOrja ymucatu cdepa,
JIOBOJBHO j€ Jla HaruOHW YIJIOBM OOYHUX CTpaHa MpeMa OCHOBH NUpaMuae Oyay jeaHaKd
(cn.21).
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Cauxa 21

TBheme Be3aHo 3a cdepy ommcaHy OKO MOJHENpa: aKO C€ OKO IOJIMeApa MOXKe
onucatu cdepa, Tala BbeH LEHTap JIEKU Yy TauKU Mpecjeka CUMETPATHUX PaBHU CBUX MBHUIIA

oJueapa.

AKO je OKO HEKOT MOoJIMepa onucana cdepa ca ueHTpoM y Tauku O, Taga je tauka O
jeIHaKo yaajbeHa O]l CBHX TjeMEHa MOJIHeIpa.

IIpumjep 3

Hahwu nonynpeunnk cdepe onrcane OKo MpaBUIIHOT TeTpaeapa UBHIIE d

Cauxa 22

Terpaenaap MMa cBe MBHUIE je[JHAKE HErOB MONPEYHU IPECjeK
u3riena Kao Ha CIIHIN.
H>=h"-x
2
H>=a’—(h-x)
pjemaBameM OBOT CHCTEMa JOOMjaMo J1a je
a3
X=—-

6
YBPIITaBamkEM BPHUjEIHOCTH X Y HEKY O] HABEJICHHUX peJialfja

a6

nobujamo na je : H = T

(h—x) =R’ —(H-R)
pjeliaBameM jeHauyuHe Jo0HjaMo J1a je MOJYNPEYHHUK JIONTe
OITHCaHE OKO TeTpaeapa:
G

4

R

Jla ©u ce oko mpu3Me MorJa onucaT cdepa, ToTpeOHO je U TOBOJBHO J1a TIpu3Ma Oye
npaBa M Jla ce OKO HeHE OCHOBE MOJKE OIUCATH KPYT, IITO BXHU U 3a mupamuay (ci.23).

L7 T

: ‘,

Cauka 23
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JIOIITA U OBPTHA THJEJIA

Jlonita je ymucaHa y mpaB BaJbaK aKO OCHOBE M CBE W3BOJHHIIC BajbKa JOIUPY)Y
JonTy, mMTO je Moryhe ako je mMpeYHHK OCHOBE BaJbKa JeIHAK BUCHHU BaJbKa (Ci1.24a).

JlonTa je ynucaHa y mpaBy KyIly aKO OCHOBA U CB€ M3BOJHHUIIE KyIle JIOAUPY]Y JIONTY,
mTOo je yBUjeKk Mmoryhe (ci1.240).

Cauxa 24

JlonTa je onmMcaHa OKO BaJbKa aKO Cy OCHOBE BaJbKa IPECjelH JIONTE, TaKO JIa C€ OKO
CBaKOT BaJbKa MOKE OIMUcaTH jonTa (ci.25a).

JlonTa je omucaHa OKO KyIe aKO jé OCHOBa KyIle IpecjeK JIONTe U aKo BpX KyIe
npunaga oarosapajyhoj cdepu, memMa TOME, OKO CBake KyIleé C€ MOXKE OMNHCATH JIONTa
(cn1.250).

Chepa ce Moxke ymucatu y 3apyOJbeHY KyIy cCaMO aKO j€ HEeH OCHHU TIPEcCjeK,
JeAHAKOKpaKH Tpare3, TAHFCHTHU YE€TBOPOYTao.

Cnuxa 25

pumjep 4
Oxo cdepe nomympeunnka R=1,5 cm ommcana je mpaBa Kyla 4Mja je MOBpIIMHA OCHHBE
jeaHaka noBpiuHU cdepe. OapeaAUTH OAHOC 3aPEMHHA JIONTE U KYTIE .
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C 003upoM J1a je MOBpIIMHA OCHOBE KYyTI€ jeIHaKa TOBPIIUHU JIONITE KOja
jey By ynucana
s /HR r’r=4Rr=r=3
o r__s
R R H-R
; s=2H -3
Crauxa 26 H2 = g% 2

U3 MOCJbEIbE IBUjE penanuje cnujean naje H =4.
3ampeMuHe JIONTE U Kyne A00MjaMO YBPIUTABAKHEM BPUjEAHOCTH MOIYIPEYHHKA U BUCHHA Y
oarosapajyhe popmye :

vV, = §R37r = 4,5mcm’

Ve = %Vzhﬂ' =127em’

OI[HOC 3alpeMHrHa JIOITEC U KYIIC:

Yo 8
Ve 3
CUMIICOHOBA ®OPMYVYJIA

Hexka je T HEeKO reoMeTpHjCcKO THjelo, HeKa Cy G| U G3 JBHje MapajieliHe paBHU KOje ra
ccujeky 1 Heka je @ oHaj nuo tjena 7 koju ce Hama3u usmely paBau o) u o3. [ToBpm o;NT
30B€ Ce TOpHU Tpecjek, a moBpil 6317 nomu npecjek Tujena @. Heka je 6, paBad napanenHa
paBHMMa O] U O3 KOja ce Haiasu m3Mmely BHX W Ha jeTHAKOM pacTojamy oj muX. [loBpr
6>NT (umu o,N®P) 30Be ce nmpecjek Trjena .

3a 3anpemuny V(@) tujena Baxu Gopmya:

V(D)= %(B1 +4B, + B,)H

['mje cy B, B, B; MOBpIIMHE TOPHET, CPEIHET, OTHOCHO JOHEr mpecjeka THjena @, a X je
BUCHHA TOT THjena (Tj. pacTojame u3mel)y paBHu G| U G3).

OBa ¢opmyna ce HazuBa CHUMIICOHOBA M YECTO C€ TPHUMjEHYje Y TMPaKCH MPHIMKOM
U3payyHaBamwa 3anpeMuHa Oypanau, crabana, crorosa . . . OBoM (popMyJIOM ce MOTIYHO TauHO
U3padyHaBajy 3alpeMHHE TpU3Me, MNuUpaMujae, 3apyOJbeHe MupaMuie, BajbKa, KyIe,
3apy0JbeHe KyTe U JIONTe.
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